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m Equazione differenziale per RJi]

Consideriamainagalassiadi massam, posizionatasul gusciopiu’ esternadell’'universoe chesi allontanasolidalmente
col guscio.Assumiamd’universo sferico, di raggio R[t] e di massaMl. La velocita’ dellagalassissara’dunqueR’[t].
L’energiameccanic&=cinetica+potenziale’ datadall’'espressione

1 drR)> GMm
E=— m(_) -
2 dt R()

Seesplicitassimaispettoalla velocita’ v[t}=dR/dt, otterremoun’espressiondelftipo:

A
In[70]:= v[t_]:= ?0+B

Le espressionalgebricheper parametri'A" e "B" sonofacilmentecalcolabili, manonoccorrerannogssendaguestauna
semplicesimulazionenumerica.E’ sufficientericordareche"A" e’ proporzionaleadM (e quindie’ semprepositiva),
mentre"B" e’ proporzionalell’energiak, e puo’ dunqueessereanchenegativo.

SeA e B sonoentrambipositivi,laradicenon perdemai significatoe I'universoe’ semprean espanzion¢E=positiva);se
inveceB e’ negativo.alloraR nonpotra’ superarel valore—A/B (verificalo).In questopuntola velocita’ v(t) si annulla
e la galassianverteil moto(contrazione).

m Parametri della simulazione

Scelgoduecoppiedi valori qualsiasiperA e B; unaperil casoa perenneespansionéB>0) edunaperil casoa contrazi
one( B<0):

Inl41/]:=
si mul

Nella simulazionela massaV vienemantenutaostanteanchesequestononpuo’ essereveroalla nascitadell’'universo
(universodominatodallaradiazione)ln questocaso,occorrerebb@ssumereheM haandamentalel tipo 1/R, maqui
nonvienefatto.

Naturalmentej valori di A e B sonoattribuiti casualmentee non hannoattinenzacon i valori reali dell’Universo
corrente.

Soluzione 1: eterna espansione

In[76]:= Vv[t] /. simull

ut[76]= 0.1+

Rt ]



In| 164|: =
rie_]=
R[t] /. NDSolve[ {R" [t] = v[t] /. simull, R[O] =1}, R[t], {t, -10, 10}] // First // Re;

Notal:Si e’ assunta=1 pert=0 (cioe’ oggi). Peraverer[t] in valori reali, bastamoltiplicarer[t] peril raggioattuale
stimatodell’'universo.

(Mathematica forniscela rispostain formadi funzioneinterpolante Pervederecom’e’ fattar[t] vai piu’ sotto, nella
partedel grafico).

m Eta’ dell’'universo

Perdeterminard’eta’ attualedell’'universo,dovremmocercarel valoredi t nel passatat<0) peril qualeil raggioe’
nullo: r[t]=0

Inl 167]: =
To=-t /. FindRoot [r[t] =0, {t, 0}]

Qut| 167] =
0.647673

Anche qui valgonoconsiderazionanaloghe: sevogliamoavereil tempoin mid di annie’ sufficienteeffettuareuna
scalaturadeitempi: bastadivideret perTo e moltiplicareperl’eta’ effettivadell’'universoin mld di anni(assumdl5 mid
di anni,perfarecifratonda).

m Grafico funzione RJt]

In| 168 : =
Plot [r[t «To /151, {t, -15, 20},
AxesLabel -» {"t/md di anni", "r/Ry"}, PlotStyle - Thickness[0.01]]
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Qut | 168] =
- Graphics -

m Costante di Hubble (che non e’ costante ...)

La "costante"di Hubblee’ definitacome H(t) = % Essenda(t] definitain manieranon analitica,sostituiro’ la
derivatamedianteun rapportoincrementale:

1 n] 200] : =
dt =0.01; dear [H];
H[t 1= ([t +dt]-r[t])/ (dt =r[t]);



Alcuni valori di H[t] pertempi"futuri" (fino aduevoltel'eta’ dell'universo)nonscalati:

Inl202]: =
Tabl e[ H[t], {t, 0, 2%To, 0.2}]

Qut| 202] =
{1. 04633, 0.80272, 0.651779, 0.549039, 0.474567, 0.418095, 0.373789}

m Grafico di H(t) scalato

Come per le altre grandezzeancheH(t) andrebbe'scalata”per ottenerei valori nelle unita’ (Km/s)/anni-luce.
Assumendain valoreattualedi H=18 (tantoperfare un esempio)pasteraprendere:

In| 208]: =
Cl ear [h]
hft 1 =18«%H[t *Tg /15] /H[O];

—

Notarechepert=0 si ottienel8 e chet e’ in mld di anni.

I nl 210]: =
Plot [ {0, h[O], h[t]}, {t, O, 20}]
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Qut | 210 =
- Graphics -

Soluzione 2: universo che si contrae

Avendopresosolola soluzionecol "+" esplicitanddR’[t], la nostraequaziondifferenzialepuo’ descriveresoltantola
parteespansivae nonla partecontrattiva,perla qualela velocita’ e’ negativa Chiamero’rl[t] la parteespansivagd

r2[t] la partecontrattivar2[t] si potrebberovaresfruttandoa simmetriatemporalema qui si preferira’risolverel'eq’
differenzialenuovamente.

m Parte "espansiva”

In|278]: =
v[t] /. simul2

Qut| 278] =




I n| 440] : =
Cear[rl, tj;
rift_1-=
R[t] /. NDSol ve[ {R' [t] == V[t] /. simul 2, R[0] =1}, R[t], {t, -10, 9}] //First // Re;

m Eta’ dell’'universo:

In|442]: =
To=-t /. FindRoot [r1[t] =0, {t, 0}]

Qut| 442 =
0. 738708

m |stante di inizio della contrazione

La contrazionehainizio quandola velocita’ dR/dtsi annulla;e cio’ avvienequandail radicandasi annulla.Occorre
trovareil t percui R[t]=—A/B.

In| 443] : =
Ty =t /. FindRoot [r1[t] =Abs[A/B] /. simul 2, {t, 0}]
Qut| 443] =
8. 82133
In| 444] : =
Table[r1f[t], {t, -To, T1}]
Qut| 444] =
{-3.34242 x 10’9, 1.20362, 1.80488, 2.24337,
2.58022, 2.84108, 3.03956, 3.18368, 3.27831, 3.32628}
Osservandehe:
In|439]: =
Ty /To
Qut | 439] =
11. 9416

la contrazioneanizierebbeacircal2 volte l'eta’ attualedell’'universo.

= Parte "contrattiva"

L'equazionedifferenzialee’ la stessamala velocita’ e’ presaoracol segnonegativo:

In| 454] : =
Cear[r2, tj;
r2[t_1 =
R[t] /. NDSolve[ {R' [t] == -V[t] /. simul 2, R[O] ==r1[T11}, R[t], {t, O, Ty +To}] //
First // Re;

= Funzione completa

In| 456] : =
rit_J:=1f[t <Ty, rl[t], r2[t -T11]



In|457]: =
Plot[r[t], {t, -To, 2T1 +To},
Pl ot Styl e -» Thi ckness[0.01]]
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Qut| 457] =
- Graphics -



