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Probabilità e Statistica 

PROBABILITÀ E STATISTICA 
appunti a sostegno delle lezioni 

 

Calcolo combinatorio 

Formula di Stirling 
 
Serve per calcolare il fattoriale di numeri grandi, attraverso 
l’uso dei logaritmi. n n n en n!≅ ⋅ ⋅ −2π  

 
La regola d’oro 
 

 
Permutazioni ordinate: Disposizioni 
 
Si abbia un insieme di n oggetti  (ad esempio: lettere dell’alfabeto) da sistemare in k scatole, una 
per scatola. In quanti modi distinti possiamo farlo? Tenere presente che l’ordine conta, per cui 
ABC è contata distinta da BAC, etc. 
 

oggetti tutti diversi 
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Qualche volta P(n,k) viene anche indicata con D(n,k): disposizioni di n oggetti presi k a k.  Se il 
numero di scatole coincide col numero di oggetti k=n, si ha P(n,k)=P(n)=n! ( dette semplicemente 

permuatazioni di n oggetti distinti). Negli anagrammi si ha effettivamente k=n. Esempio del pri-
mo tipo: anagrammi della parola AMOR; del secondo tipo: anagrammi della parola RAMARRO. 
 
Esempio: quante parole di tre lettere (k=3) tutte diverse si possono fare con n=26 caratteri alfa-
betici? Risposta: P(26,3). 
 
Altro esempio: 
 

 
Permutazioni non ordinate: Combinazioni 
 
Il problema è analogo, ma ora l’ordine non conta, per cui ABC e BAC, ad esempio, vanno conta-
te una sola volta. Questo riduce il risulato, rispetto al caso ordinato. 
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Esempio: quanti gruppi di k persone si possono fare in una popolazione di n soggetti? In questo 
caso, ovviamente l’ordine non conta. Risposta: C(n,k). 
Esempio: quante diagonali si possono tirare in un pentagono? Risposta C(5,2)-5 
 
Riassumendo 
 
Le permutazioni possono essere ordinate (disposizioni P(n,k) o D(n,k) ) o non ordinate (combina-
zioni C(n,k)).  Il secondo caso implica meno possibilità, per cui la formula comprende general-
mente una divisione che ne riduce il numero. Le pemutazioni (dei due tipi) possono essere viste 
come una “pesca” senza reimbussolamento da un’urna finita. 
 
Esempi particolari 
 
Numero di sottoinsiemi 
di un insieme di n ele-
menti 

E’ 2n. Infatti: preso un sottoinsieme qualsia-

si, ognuno degli elementi ha due possibilità: 

farne parte o no. 

Numero di triangoli 
insicritti in un poli-
gono di n lati 

C(n,3) 

Numero di coppie di 
amici che si possono 
formare con n persone 

C(n,2), le combinazioni di n e-
lementi presi a 2 a 2 

Numero di squadre 
di calcio che si pos-
sono fare con 500 

C(500,11) 
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studenti 

Probabilità 

Cos’è la probabilità 
 
Il calcolo delle probabilità è lo studio degli esperimenti casuali e non deterministici, cioè di tutti 
quei fenomeni nei quali il risultato non può essere predetto in maniera univoca, come ad esempio 
il lancio di un dato o di una moneta o il numero di macchine che passano in un minuto davanti 
casa nostra. Le leggi probabilistiche sono leggi di tipo diverso da quelle di discipline come la 
Meccanica. Se affermo che la probabilità di un evento è p=0.28 voglio soltanto dire che su 100 
tentativi, l’evento si verifica mediamente 28 volte. 
 
Spazio degli eventi 
 
Definiamo evento elementare un’enunciato, un’affermazione (relativa, ad esempio, ad un esperi-
mento fisico) suscettibile di assumere i soli valori vero o falso. 

Esempio:  T=[testa], oppure F=[carta di fiori], R=[un re] 
Definiamo spazio degli eventi S l’insieme di tutti gli eventi relativi ad un dato esperimento: 

{ }S = ,...,, 321 EEE  
Definiamo evento composto o semplicemente evento l’unione e l’intersezione logica di eventi 
elementari: 

Esempio:  F R∪ =[carta di fiori oppure un Re], F R∩ =[Re di Fiori] 
Gli eventi sono quindi i sottoinsiemi di S, cioe’ l’insieme delle parti di S, indicato con [S]. 
Osservazioni e definizioni varie: 
 
♦ S è egli stesso un evento (potremmo definirlo 

“qualsiasi risultato”),  ed è detto evento certo.  
♦ S come ogni insieme, ha come sottoinsieme 

l’insieme vuoto φ, il quale viene detto evento 
impossibile. 

♦ Se A∩B=∅, con A e B sottoinsiemi di S cioè 
eventi, vengono detti disgiunti o incompatibili, 
cioè non si verificano mai insieme. 

♦ Due eventi A e B sono detti indipendenti se il 
verificarsi di A non influenza il verificarsi di B, 
e viceversa. 

♦ L’evento E  viene detto complementare di E, 
negazione di E. Si verifica quando non si verifi-
ca E. Si capisce subito che, per ogni E, 
S= E ∪E. 

♦ Si definisce  partizione di S un insieme di eventi 
(ipotesi) H1, H2, H3, ... disgiunti a coppie tali che 
si possa scrivere: 

S H H H= ∪ ∪1 2 ...3  

 
Rappresentazione grafica di S (diagrammi di Venn) 
 

 

Gli eventi possono essere rappre-
sentati come sottoinsiemi 
dell’insieme S, nel piano carte-
siano. Con questo trucco l’unione 
e l’intersezione diventano fami-
liari. 
 
L’unione rappresenta  il connetti-
vo “o” e l’intersezione rappresen-
ta  il connettivo “e”. 

 
 
 
Le varie definizioni di probabilità 
 

Defimiz. classica 
 

Definiz. frequentista Definiz. Assiomatica 

s
P E( ) =

casi possibili

casi favorevoli
 P E

uccessi
lim ]1proveprove

( ) =
→∞

,0[][: Sp

♦ La def. classica si può applicare solo se tutti i casi sono ugualmente probabili. Definizione 
leggermente tautologica, perché utilizza il concetto di equiprobabilità prima ancora di defi-
nirlo. Si dice “a priori” perché può essere calcolata prima dell’esperimento, mediante tecni-
che di calcolo combinatorio. 

 
 
→  

   
 

♦ La def. frequentista è più operativa, perché implica un “processo di misura”. 
♦ La Def. Assiomatica (Kolmogorov) viene definita, in  maniera astratta, come funzione dotata 

di certe proprietà (vedi in seguito). In pratica, p associa ad ogni evento di S un numero com-
preso tra 0 (evento impossibile) e 1 (evento certo). Per avere un idea più intuitiva del suo si-
gnificato, possiamo pensare che p(E) misura l’area occupata dal sottoinsieme E. Ma, atten-
zione!, quest’affermazione ha valore soltanto mnemonico. 

 
Proprietà astratte della probabilità 
 
Alcune delle proprietà che p deve avere per potere essere una funzione probabilità: 

 
1. p(S)=1, p(∅)=0 
2. p(A∪B)=p(A)+p(B)-p(A∩B) 
3. p(A∩B)=p(A)⋅p(B) se  A e B sono indipendenti 
4. p E p E( ) (= −1 )  

 
Discussione 

• Le proprietà 1 e 4 sono intuitive. 
• La proprietà 3 deriva direttamente dal Principio Fondamentale del 

Calcolo combinatorio. Se due eventi sono indipendenti, i casi favore-
voli in un certo senso “si moltiplicano”, come le combinazioni. 

Probabilità e Statistica 
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Probabilità e Statistica 

• La proprietà 2 si può dimostrare facilemente usando i diagrammi di 
Venn e pensando alla probabilità come ad un area. 

 
Nella pratica si usa un misto di la definizione classica e definizione insiemistica. Indichiamo col 
simbolo E = “numero di elementi nell’insieme E”, possiamo defininire la probabilità insiemisti-
ca  (o di Kolmogorov) la quantità: 

P E
E

S
( ) =  

e in questo modo essa coincide con la definizione classica, in tutti i casi interessanti. 

Probabilità condizionata e Teorema di Bayes 

Probabilità condizionata 
 

Nota: nel seguito si usa la lettera H per gli eventi detti ipotesi (dall’iniziale in inglese) 
e si indica con E  il “numero di elementi contenuti nel sottoinsieme E”. 
 

 

Definizione:  
 

( )
P E H

E H P E H

P H
( / )

( )
=

∩
= =

∩casi di E in H

H casi di H
 

 
NB: Dove c’è scritto “casi” possiamo leggere “elementi”. Il quarto 
membro della catena si può ottenere facilmente dal secondo, dividendo 
numeratore e denominatore per S . 

 
In parole molto semplici possiamo definire la P(E/H) come “la probabilità che capiti E, quando 
si sa che è capitato H”. In un certo senso, l’ipotesi H causa l’effetto E. 
Questa formula (con le sue inverse) è molto usata quando gli eventi dello spazio campionario S 
contemplano due caratteristiche concomitanti E ed H e si vuole studiare come si influenzano a 
vicenda. Teniamo presente che P(E/H), considerata come funzione di E, gode di tutte le proprietà 
di una probabilità, per cui P E H P E H( / ) ( / )= −1 . 
 
Esempio 1: 

Definiamo i seguenti eventi: F=“è malato” e V=“va a scuola” e analizziamo una certa 
popolazione di studenti.  Si sa che si ammalano di raffreddore con probabilità 
P(M)=0.02 (2%) e, inoltre, che quando sono malati vanno a scuola con percentuale 
P(V/M)=0.30 (30%). Viceversa,  quando non sono malati, vanno a scuola con proba-
bilità P V M( / ) .= 0 95 (95%). 

Con quale probabilità P(V∩M) uno studente a caso, va a scuola raffred-
dato? Invertendo la formula della probabilità condizionata si trova imme-
diatamente che P(V∩M)=P(M)⋅P(V/M)=0.02⋅0.30=0.006. 

Con quale probabilità uno studente a caso  resta a casa e sta bene? Sol-
tanto il 95% delle volte che sta bene va a scuola, per cui resta a casa il 5% 
delle volte che stà bene: P V M( / ) .= 0 05. La probabilità si calcola come 
prima: 

P V M P M P V M( ) ( ) ( / ) . . .∩ = ⋅ = ⋅ =0 98 0 05 0 049  
 

Possiamo concludere che su 200 giorni di lezione lo studente medio: si ammala 4 vol-
te ( il 2% di 200);  che va a scuola 1.2 volte raffreddato (6 per mille di 200); resta a 
casa in ottima salute 9.8 volte ( il 4.9% di 200). 
 

Teorema di completezza (o delle probabilità totali) 
 

Siano Hi  (al variare di i) una serie di ipotesi disgiunte (una parti-
zione di S). In un certo senso, questa partizione divide E “in 
spicchi”. Poiché la probabilità “assomiglia” ad un area, l’area di 
E sarà la somma delle aree di ogni intersezione, per cui: 
 

P E P E H P H P E Hi i i

ii

( ) ( ) ( ) ( /= ∩ = ⋅ )∑∑  

 
Per ottenere il terzo membro è stata applicata la formula delle probabilità composte ad ogni ad-
dendo del secondo membro. 
 
Esempio 2: (continuanzione dell’esempio 1) 

Nell’esempio 1 le ipotesi disgiunte sono due: malato,non malato. Facciamoci la se-
guente domanda: con quale probabilità lo studente và a scuola? Risposta: 

P V P M P V M P M P V M( ) ( ) ( / ) ( ) ( / )= ⋅ + ⋅ =

. . . . .⋅ + ⋅ =0 02 0 30 0 98 0 95 0 937
 

Analisi 1: Questo significa che va a scuola 187.4 volte, mentre non ci và 12.6 volte. Di 
queste 12.6 volte che resta a casa, 9.8 è sano e 2.8 perché e malato (sottrazione). 
Analisi 2: in un istituto di 500 studenti, 500⋅0.937=468.5 sono presenti e 31.5 assenti, 
mediamente. 

 
Teorema di Bayes 
 
Se scriviamo la probabilità P(E∩H) nelle due forme possibili 1 e 2, uguagliando troviamo: 
 

 forma 1  forma 2 
 

teorema di Bayes 

p E H P H P E H( ) ( ) ( / )∩ = ⋅
 

p E H P E P H E( ) ( ) ( / )∩ = ⋅ P H E
P H P E H

P E
( / )

( ) ( /

( )
=

)⋅  

 
La formula di Bayes è utile per verificare la validità dell’ipotesi H, a seguito di un esperimento 
che ha dato come risultato E. 
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Esempio 3: (continuazione dell’esempio 1) 
Con quale probabilità P(M/V), preso uno studente in classe, questo è malato? 

P M V
P M P V M

P V
( / )

( ) ( / ) . .⋅

( ) .
.= =

⋅
=

0 937
0 006

0 02 0 30
4  

Questo significa che su 468.5 studenti presenti di un istituto, ne risultano 
0.0064⋅468.5=3 raffreddati (valorosi!). 

Con quale probabilità uno studente che è assente è malato? 

P M V
P M P V M( ) ( / ) . .⋅ ⋅0 02 0 70

P V
( / )

( ) .
.= = =

0 063
0 222  

Questo significa che su 31.5 assenti, circa 31.5⋅0.222=7 lo sono per malat-
tia.  
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Variabili casuali, funzioni di probabilità e correlazione 

Definizione di variabile casuale 
 

Una variabile casuale x potrebbe essere definita, in maniera più o meno rigorosa, come qual-
siasi funzione che associa ad ogni evento di S un numero. In maniera meno precisa, ma più intui-
tiva, possiamo dire in questo modo: una variabile casuale x è una quantità legata allo spazio 
degli eventi S connesso ad un dato esperimento ma il cui valore non è esattamente determinato, 
se non in maniera “probabilistica”. 

Se x ha valori interi si dice variabile discreta, se ha valori reali si dice variabile continua. 
Esempi di variabili casuali: 
 

♦ x=“distanza dal centro del bersaglio nel gioco delle freccette” 
♦ x=“numero di teste ottenute lanciando 10 monete” 
♦ x=“quante volte totalizzo 12 lanciando 2 dati 10 volte” 

 
Funzione di probabilità o distribuzione 
 
Consideriamo una variabile casuale discreta x. Sia x1,x2,...,xn i valori che può assumere. Per con-
cretezza conviene pensare al caso dei voti scolastici: i valori che x può assumere sono 0,1,2,...10.  
Supponiamo di aver analizzato la nostra pagella e di aver scoperto che un dato voto xi  compare ni 
volte e che i voti siano in tutto N.  Il rapporto ni/N, sempre compreso tra 0 e 1, non è altro che la 
frequenza relativa di un dato voto. Indichiamolo con f(xi). Ovviamente, questo valore quantifica 
con che frequenza, in percentuale, un certo voto compare nella nostra pagella. Se incece che 
prendere soltanto la nostra pagella, prendessimo tutte le pagelle della classe o tutte quelle 
dell’istituto, otterremmo delle frequenze relative ad un campione più numeroso. In base alla defi-
nizione frequentista della probabilità, possiamo concludere che, per N molto grande, f(xi) tende 
alla probabilità che in una certa scuola si attribuisca un certo voto: per questo motivo f(xi) è detta 
funzione di probabilità  o distribuzione (dei voti in questo caso). Per come è definita, f(x) soddi-
sfa la seguente relazione: 

teorema della probabilità totale:   f xi

i

( ) =∑ 1 

Valore medio e varianza 
 
Il valore medio, detto anche valore di aspettazione (“Expected Value”), è spesso  indicato anche 
con: A , o A  . Definiamo ora due grandezze molto importanti in statistica e che, in un certo 
senso, riassumono le informazioni connesse ad una data variabile casuale x: 
 
 
media (o speranza matematica o valore di 

aspettazione) 
varianza ( o scarto quadratico medio) 

E x( )

n x⋅

N

i i

i≡ = ⋅x f xi i

i

( )

∑
∑  

 
 Var x x( ) ( x f xi i

i

) ( ) (≡ − = − ⋅ )∑μ μ2 2  

 

Il valore medio di x si indica anche con μ e la varianza con  σ2. La radice quadrata della varianza, 
cioè σ, quantifica la dispersione dei dati intorno alla media. 
 
Legge dei grandi numeri 

Disuguaglianza di Chebyshev : P x( )− ≥ ≤μ ε
σ

ε

2

2

Cov

 

Dipendenza, indipendenza e correlazione 
 
Siano x e y due variabili discrete.  Consideriamo questi due esempi: 
 

Esempio 1: 
 

Esempio 2: 
 

x=“voti di matematica” 
y=“voti di italiano” 

x=“numero di tossico-dipendenti” 
y=“numero di malati di AIDS” 

 
Ci facciamo la seguente domanda: c’è o no correlazione tra x e y? Se si, come possiamo quantifi-
care questa relazione? In entrambi gli esempi la risposta è cruciale per sapere se c’è o no rapporto 
di causa ed effetto tra due fenomeni. Viceversa, si suppone che due variabili del tipo x=“voto in 
matematica” e y=“precipitazioni annue in Val Padana” non siano affatto correlate, o no?. In que-
sto caso, si dice che sono indipendenti. La statistica permette di dare una risposta, di tipo probabi-
listico, al problema. 
 
Se facciamo un semplice esperimento numerico, scopriamo subito che se due variabili x y sono 
incorrelate allora dev’essere E(x⋅y)=E(x)⋅E(y).  Se quest’uguaglianza non è valida, la differenza 
dei due membri viene utilizzata per definire i seguenti coefficienti statistici: 
 

covarianza 
 

coeff. di correlazione 

x y E x y E x E y( , ) ( ) ) ( )= (⋅ − ⋅
R x y

E x y E x E y

Var x Var y
( , )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
=

⋅ − ⋅

⋅
 

 
In particolare R è sempre in valore assoluto inferiore ad 1. Per R=±1 si ha correlazione lineare, 
per R=0 non c’è correlazione. 
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Probabilità di successo 

Consideriamo prove ripetute e indipendenti di un esperimento con due esiti: definiamo uno dei 
due successo, l’altro insuccesso.  Il nostro obbiettivo è determinare la probabilità P(x) che, in n 
tentativi, ci siano x successi.  Trovata P(x), possiamo determinare il numero medio μ=E(x) di 
successi, nel complesso delle prove, e la varianza σ2=Var(x). 
La soluzione dipende da cosa effettivamente conosciamo dell’esperimento, per cui noi conside-
remo 3 modelli di problema, ognuno dei quali conduce ad una soluzione diversa. 

Consideriamo l’estrazione di palline da un urna che contiene B palline bianche e N palline ne-
re, per un totale TOT=B+N. Per successo si intende l’estrazione di una pallina bianca. Si fanno n 
estrazioni e si contano i successi ottenuti x. 
 
Problema 1 : estrazione con reimbussolamento ( Distr. binomiale) 
 
In questo problema-modello, ad ogni estrazione la pallina viene rimessa nell’urna. Ad ogni estra-
zione la probabilità p di pescare una pallina bianca (successo) è perciò sempre la stessa 
p=B/TOT, mentre la probabilità di pescarla nera (insucceso) è q=1-p. 
 

casi favorevoli casi possibili probabilità 

( )B TOT B
n

x
x n x⋅ − ⋅

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

− ( )  
 

TOTn 
P x

B TOT B
n

x

TOT

x n x

n( ) =

⋅ − ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−  

( )
x

p px n x

 

L’espressione dei casi favorevoli è diretta conseguenza della Regola D’oro. Eseguendo la divi-
sione nell’’ultima espressione, troviamo un’espressione dipendente soltanto da p: la distribuzione 
binomiale, che è la madre di tutte le distribuzioni: 

n
( )P x =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⋅ ⋅ − −1  

La distribuzione binomiale si applica tutte le volte che conosciamo a priori la probabilità di suc-
cesso p: il valore medio è μ=n⋅p e la varianza σ2=n⋅p⋅(1-p) . 
In questo esempio dove c’è k leggi x: 

 
 
Problema 2: sorteggio senza reimbussolamento (Distr. ipergeo-
metrica) 
 
In questo caso la probabilità di avere x successi è data: 
 

( )P x

B i a n c h e

x

N e r e

n x
B i a n c h e N e r e

n

=

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

+⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

.

 

( )

 
I casi favorevoli sono il prodotto dei modi in cui 
posso sciegliere x palline bianche tra le bianche, e 
n-x palline nere tra le nere (regola d’oro). A deno-
minatore ci sono le possibilità totale. 

 
Problema 3:  conoscenza della media ( Distr. di Poisson) 
 
Corrisponde al caso in cui non conosciamo la probabilità p di successo ma soltato quante volte μ 
in media si verifica il successo. 
 

P x
e

x

x

=
⋅− μ μ

!
 

Può essere derivata dalla distr. binomiale, quando la 
probabilità che l’evento si verifichi p è molto piccola 
ma vengono fatte moltissimi tentativi n, per cui in 
media se ne verificano μ=n⋅p. La sua varianza è 
σ2=μ 

Tipico problema in cui può essere applicata: qual’è la probabilità P(x) che io riceva, in un dato 
anno scolastico,  x insufficienze, quando mediamente ne ricevo soltanto μ all’anno? 
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La distribuzione  di Gauss o Normale. 
 

 
 

( )
( )

P x e
x

=
⋅

⋅
−

−

⋅1

2

2

22

σ π

μ

σ  

E’ utile per approssimare la distr. binomiale, tutte le 
volte che il numero di prove n è abbastanza grande. 
Per usarla occorre sostituire i valori μ=n⋅p e 
σ2=n⋅p⋅(1-p) corrispondenti alla binomiale. 
Nella figura è rappresentato un confronto tra bino-
miale  n=8, p=1/2 (in nero) e normale. 

 
Il famoso problema di Monty-Hall 
 

 

Un gioco a premi funziona in questo modo: 
devi scegliere tra 3 porte. Dietro una delle 
porte c’e’ un auto e dietro le altre due ci sono 
due capre. Fatta la tua scelta, la porta non vie-
ne subito aperta, ma il conduttore ti apre una 
delle porte con la capra (lui sa dove si trovano 
le capre) e ti dice: “hai la possibilità di cam-
biare la tua scelta, con la porta che è ancora 
chiusa. Cosa fai?”. 
 
Passare all’altra porta migliora le chance di 
vittoria? La risposta è si: la probabilità passa 
da 1/3 a 2/3. 

 

 

Probabilità e Statistica 



  Prob1.doc  Printed 

19/02/10
Author 
M. Andreoli 

 Pag.  8  
Liceo Scientifico XXV Aprile, Pontedera PI

 
    

Problemi di Calcolo Combinatorio 
 

 

Disposizioni e permutazioni 
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Esempi  svolti di Calcolo delle Probabilità 
 
Esempi generici 

 

 
 

 
 
Sul Teorema della moltiplicazione 
 

 
Problemi da risolvere 
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Problemi sulle Variabili Casuali 
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Problemi sulle distribuzioni 
 

 
Distribuzione normale 

 
 
 
 

 
 
Problemi risolti sulla distribuzione binomiale 
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